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Resumo

Nessas notas apresentamos uma introdugao elementar as fungoes trigo-
nométricas. Este é um arquivo recuperado e revisto, mas ainda bem tutil.
As figuras foram refeitas e alguns enganos corrigidos.
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1 Introducao: definicoes e fatos basicos

Circulo trigonométrico e angulos: tomemos um sistema de eixos ortogonais
XOY, onde O é a origem. Um circulo de centro O e raio r = 1 é chamado um circulo
trigonométrico ou um circulo unitario.

Percorrer o circulo no sentido anti-horério é a orientagao positiva na trigonome-
tria.

Angulos sao medidos iniciando no eixo dos z. As duas unidades de medidas de
angulos mais usadas sao o grau (em inglés degree) e o radiano.

Um angulo reto mede 90 graus que equivale a 7§ radianos. Aqui usaremos mais
frequentemente a medida de angulos em radianos.

A cada numero real ¢ corresponde a exatamente um angulo, e exatamente um
ponto sobre o circulo, quando iniciamos a medida a partir do eixo dos . Chamamos
este ponto de a imagem de t. Veja a figura 1.

P,

Anti-horéario
U
x

v
Horario

P,

Figura 1: Circulo trigonométrico com angulos orientados.

Exemplos:

(a) a 3 corresponde o angulo u e o ponto P, sobre o circulo.

(b) a =* corresponde o angulo v e o ponto P, sobre o circulo.

2 Ntumeros trigonométricos de um nimero real ¢

A t radianos corresponde exatamente um ponto P sobre o circulo unitério

e A coordenada z de P ¢é chamada de cosseno de ¢. Escrevemos cos(t).



A coordenada y de P ¢ chamada de seno de ¢. Escrevemos sin(t).

sin(¢)

e Ao nuimero
cos(t)

chamamos a tangente de t. Escrevemos tan(t).

cos(t)

e Ao numero =
sin(¢

chamamos a cotangente de t. Escrevemos cot(t).

N2

e Ao numero

st chamamos a secante de t. Escrevemos sec(t).

~

1
sin(¢)

e Ao numero chamamos a cossecante de t. Escrevemos csc(t).

A reta dada pela equagao sin(t).x — cos(t).y = 0 passa pela origem O e pelo ponto
P = (cos(t),sin(t)). Entao a reta é a reta OP. Nesta reta tomamos o ponto de
intersegao S = (1,a) com a reta vertical x = 1. E facil resolver o sistema e obter que
a = tan(t). Assim, tan(t) é a y-coordenada do ponto S. Veja a figura 2.

Figura 2: Interpretacao geométrica da tangente e cotangente. A reta OP intersecta
a reta vertical x = 1 no ponto S com coordenada y = tant, e a reta horizontal y = 1
no ponto S’ com coordenada x = cot t.

Analogamente, a intersecao da reta horizontal y = 1 com a reta OP ¢é o ponto
S" = (b,1). Resolvendo, vemos que b é a z-coordenada do ponto. Assim, cot(t) é a
x-coordenada do ponto S’.



3 Foérmulas Basicas
A t radianos corresponde exatamente um ponto P = (cos(t),sin(t)) sobre o circulo

unitdrio. O quadrado da distancia [OP] ¢é igual a 1. Calculando esta distancia,
usando as coordenadas de P, temos para cada t a seguinte igualdade

cos?(t) + sin®(t) = 1.
Dividindo a igualdade acima por cos?(t), obtemos

1

20\ o9
1 —|—tan (t) = M — secC (t)
Analogamente,
1
1 + cot?(t) = = csc?(t).
®) sinQ(t) *)

Resumindo, ja obtivemos as seguintes relacoes:

cos?(t) +sin’(t) = 1 (1)
1 +tan®(t) = sec?(t) (2)
1 +cot’(t) = esc’(t). (3)

4 Valores relacionados

4.1 Valores suplementares

Dizemos que t e t' sdo valores suplementares se, e somente se, t +t' = .
Com ajuda do circulo unitario vemos que os pontos imagens correspondentes sao
simétricos com relacao ao eixo dos Y. Portanto, temos:

Se t e t’ sdo valores suplementares, entao:
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4.2 Valores complementares

Dizemos que t e t' sao complementares se, e somente se, t + ¢ = Z.
) ) 2

Os pontos imagens correspondentes sobre o circulo unitario sao simétricos com
relagao a reta y = .
Portanto, se ¢ e t’ sdo complementares, entao:

sin(t) = cos(t') (8)
cos(t) = sin(t)) 9)
tan(t) = cot(t") (10)
cot(t) = tan(t') (11)

4.3 Valores opostos

Dizemos que t e ¢ sao valores opostos se, e somente se, t +t' = 0.

Neste caso, os pontos imagens correspondentes sao simétricos com relagao ao eixo
dos X.

Portanto, se t e t’ sao valores opostos, entao:

sin(t) = —sin(t) (12)
cos(t) = cos(t') (13)
tan(t) = —tan(t) (14)

(t) (15)

4.4 Valores anti-suplementares

Dizemos que t e ¢ sdo anti-suplementares se, e somente se, t —t' = .
Os pontos imagens correspondentes sao simétricos com relagao a origem O .
Portanto, se t e ' sdo anti-suplementares, entao:
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5 O triangulo retangulo

Um triangulo é dito retangulo se ele tem um angulo reto. E f4cil ver que um triangulo
s6 pode ter um angulo reto.

Consideremos o triangulo ABC' com angulo reto em A. Tomemos o ponto B
como centro do circulo trigonométrico. Veja a figura 3.

Figura 3: Triangulo retangulo.

Os lados AB e AC sao chamados catetos e BC' é chamado a hipotenusa. As
distancias |C'A| e |AB| sao usualmente denotadas por b e ¢, respectivamente. Por a
denotamos a medida da hipotenusa BC.

No triangulo retangulo ABC' com angulo reto em A, definimos:

) cateto oposto b
B) = = - 20

sin(B) hipotenusa a (20)
cos(B) = < (21)

a

b
tan(B) = -, (22)

c



o que implica que

sin(B) = S (23)
cos(B) = 2 (24)
tan(B) = g (25)
Como os angulos B e C' sao complementares, temos:
cos(C) = g (26)
sin(C) = g (27)
tan(C) = g (28)
Em todo triangulo retangulo ABC', com angulo reto em A, temos:
sin(B) = g, cateto oposto sobre hipotenusa (29)
cos(B) = 2, cateto adjacente sobre hipotenusa (30)
tan(B) = g, cateto oposto sobre cateto adjacente (31)
cos(C) = g, cateto adjacente sobre hipotenusa (32)
sin(C) = 2, cateto oposto sobre hipotenusa (33)
tan(C) = ZE;’ cateto oposto sobre cateto adjacente.. (34)

6 Area de um triangulo
A drea do triangulo é dada pelo semi produto das medidas da base pela sua altura,
isto é,

A=20
2

Veja a figura 4.
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B C

Figura 4: Area de um triangulo

No triangulo retangulo BAH, temos sin(B) = % E assim a sua altura é h =

c.sin(B). A altura do triangulo BAH e BAC é a mesma. Portanto, a drea do
.c.sin(B

triangulo BAC ¢ &C-SMB).

Do mesmo modo, temos que area do triangulo também é dada por

b.c.sin(A)  a.b.sin(C)

2 B 2
.c.sin(B b.c.sin(A .b.sin(C
A area do triangulo ABC é dada por %n() ou por %n()ou por %n().

7 Regra do Seno
No triangulo ABC' temos que a area é

a.c.sin(B)  b.c.sin(A)  a.b.sin(C)

2 B 2 B 2

Simplificando temos,

a.c.sin(B) = b.c.sin(A) = a.b.sin(C),
dividindo por a.b.c, obtemos que em qualquer triangulo ABC' temos:

b
@ S (35)

sin(A) sin(B)  sin(C)

11



Esta féormula é chamada de regra do seno (ou lei dos senos) no triangulo ABC.
Seja R o raio do circulo de centro O que passa pelos pontos A, B e C. Seja B’ o
segundo ponto de intersecao de BO e o circulo. O angulo B’ no triangulo BB'C' é
igual a A. No triangulo retangulo BB'C' vemos que a = 2Rsin(B’) = 2Rsin(A).
Assim, as fragoes na lei dos senos sao iguais a 2R.

8 Expressoes homogéneas em a,b e c
Se uma expressao entre os lados de um triangulo é homogénea em a, b e ¢ temos uma

expressao equivalente substituindo a, b e ¢ por sin(A), sin(B), sin(C).
Exemplo: Num triangulo

b.sin(A — C) = 3.c.cos(A+ C)

é equivalente a

sin(B).sin(A — C) = 3.sin(C). cos(A + C).

9 Regra do cosseno

Em todo tridangulo ABC' temos

a’> = b+ c* — 2bccos(A) (36)
b = a®+c® —2cacos(B) (37)
& = a*+b* —2abcos(O). (38)

10 Funcoes trigonométricas

10.1 A funcao seno
A funcao definida por:

sin :R — R
x > sin(z)

¢é chamada a funcao seno.
A imagem desta funcao é o intervalo fechado [—1, 1] e o seu periodo é 27. Veja o
seu grafico na figura 5, desenhado apenas no intervalo [0, 27].

12



0.5 1

M ERES

—0.5+

—1 +

Figura 5: Gréfico da fungao seno no intervalo [0, 27].

10.2 A funcao cosseno

A funcao cosseno é definida por:

cos :R —R

x > cos(z)

A imagem da fungao cosseno é o intervalo [—1, 1] e seu periodo 27. Veja o seu grafico
na figura 6, desenhado apenas no intervalo [0, 27].

1 |
cos(x)
0.5 1
&
2w
—0.5 |
1

Figura 6: Gréfico da fungao cosseno no intervalo [0, 27].

10.3 A funcao tangente

A funcao tangente é definida por:

tan :R—S5 — R
x — tan(x)

13



onde S = {z;x = § + k7, k € Z}.
Agora, o seu periodo é w. Note que a funcao tangente nao estd definida em
r = 5 + km, onde k é um inteiro.

A sua imagem é R. Veja o seu gréfico na figura 7, desenhado apenas no intervalo
[0, 7].

Figura 7: Gréfico da funcao tangente no in-Figura 8: Grafico da fungao cotangente no
tervalo (—2m, 27). intervalo (—2m, 27).

11 A funcao cotangente
E a funcao definida por:

cot :R—-S —R
x — cot(x)

onde S = {z;x = km, k € Z}.

O seu periodo é . Note que cot(z) nao estd definida em = = km, onde k é um
inteiro.

A imagem da fungao cot é R. Veja o seu grafico na figura 8, desenhado apenas
no intervalo [0, 7].

14



12 Funcoes trigonométricas inversas

12.1 A fungao arco seno: arcsin

-

Restringimos o dominio da fungao seno ao intervalo |
é uma funcao invertivel, pois cada valor x na imagem

ponto ¢ em [, 7] tal que sin(t) = x.

A funcao inversa desta restricao é chamada de funcao arco seno. Escrevemos
arcsin(x).

O gréafico de y = arcsin(x) é a reflexao em torno da reta y = x do grafico da

funcao seno restrita ao intervalo [5*, 7.
O seu dominio é [—1,1] e a sua imagem ¢é [5*, 7].

Veja o seu grafico na figura 10, desenhado apenas nos intervalos apropriados.

ol

ol

ol

@l

S

Figura 9: arcsin(x)

15



1.5 7y s
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0.5 G
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7 —0.5
-~ —1 .
] — y=sinz
—— y = arcsinx
- Y=z
- —1.5

Figura 10: Funcao seno e sua inversa.

12.2 A funcgao arco cosseno: arccos

Restringimos o dominio da fungao cosseno ao intervalo [0, 7]. Esta restrigao é in-
vertivel, pois para cada valor = da imagem [—1, 1] existe exatamente um ¢ no intervalo
0, ] tal que cos(t) = x.

A funcao inversa da restricao da funcao cosseno é chamada de funcao arccosseno.
Escrevemos arccos.

O gréfico de y = arccos(x) é a reflexdao do grafico da restricao do cosseno com
relagao a reta y = .

O dominio é [—1,1] e sua imagem é [0, 7].

16



— Yy =cosx
— Y = arccos T
R y:l’

4

3 6

Figura 11: Funcao cosseno e sua inversa.

Visualize apenas a funcao arco cosseno no grafico abaixo.

17



1 0.5 0.5 1

Figura 12: Fungao arco cosseno

12.3 A funcgao arco tangente: arctan

Restringimos o dominio da fungao tangente ao intervalo aberto (5, 7). Retiramos

os extremos do intervalo para o denominador nao se anular. Agora esta restricao é
invertivel porque para cada valor = da imagem, existe um tnico ¢t em (5, §) tal que
tan(t) = z. A funcdo inversa da restricdo da tangente é chamada de funcao arco

tangente. Escrevemos arctan(x).

O gréfico de y = arctan(z) é dado pela reflexao do grafico da restrigao da tangente
com relacdo a reta y = x. O dominio é R e sua imagem é (5, 7).

Veja o seu grafico na figura 13, desenhado apenas no intervalo [0, 7.

18
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Figura 13: Funcao arcotangente

12.4 A funcao arco cotangente: accot

Restringimos o dominio da fungao cotangente ao intervalo (0, 7). Agora esta restrigao
¢ invertivel, pois cada valor da imagem corresponde a exatamente um ponto do
dominio. A funcao inversa desta restricao da cotangente é chamada funcao arco
cotangente. Escrevemos arccot(x).

O grafico de y = arccot(z) é dado pela reflexdo do grafico da restri¢ao da cotan-
gente com relagao a reta y = x. O dominio de R e a imagem é (0, 7).

13 Formulas de soma

13.1  cos(u+v)
cos(u + v) = cos(u). cos(v) — sin(u). sin(v).

Vamos dar uma prova elementar dessa formula da soma.

Consideremos dois angulos a e b. Tomemos os pontos P e B, sobre o circulo
trigonométrico, como indicados na figura 14. Vamos calcular a distancia entre P e
B. Tomemos o sistema de coordenadas usuais, assim P = (1,0) e B = (cos(a +

19



Figura 14: Férmula da soma

b),sin(a 4+ b)). Se d é a distancia entre P e B, entao
d* = sin’(a + b) + (cos(a +b) — 1)* = —2cos(a + b) + 2.

Agora mudamos o nosso sistema de coordenadas: fazemos o eixo dos X coincidi-
rem com a reta OA. Assim, as coordenadas de

P = (cos(—a),sin(—a)) = (cos(a), —sin(a)).
As coordenadas de B sao simples B = (cos(b), sin(b)). Agora,
d* = (sin(b) +sin(a))? + (cos(b) — cos(a))? = 2 + 2sin(a) sin(b) — 2 cos(a) cos(b).

Como a distancia d é igual, comparamos e obtemos

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) |

13.2  cos(u —v)

Observemos que

cos(u—v) = cos(u+(—v)) = cos(u) cos(—v)—sin(u) sin(—v) = cos(u) cos(v)+sin(u) sin(v).

Logo,

cos(u — v) = cos(u). cos(v) + sin(u). sin(v).

20



13.3 sin(u —v)

Observemos que
sin(u—v) = cos(g—(u—v)) = COS((%—U)—}-U) = cos(g—u). Cos(v)—sin(g—u). sin(v).

Logo,

sin(u — v) = sin(u). cos(v) — cos(u). sin(v) |.

13.4  sin(u+v)

Observemos que

sin(u +v) = COS(g —(u+w)) = cos((g —u) —v)

= = cos(g — u) COS(U) + Sin(g - U) Sin(”)

= sin(u). cos(v) + cos(u). sin(v).

Logo,

sin(u + v) = sin(u). cos(v) + cos(u). sin(v) |.

13.5 tan(u+v)

Observamos que

an(u 4 v) — sin(u + v) _ sin(u). cos(v) 4 cos(u). sin(v)
tan(u + ) cos(u+v)  cos(u).cos(v) — sin(u). sin(v)

Dividindo o denominador e o numerador por cos(u). cos(v) obtemos:

tan(u) + tan(v)
1 — tan(u). tan(v) |

tan(u + v) =

13.6 tan(u —v)

Do mesmo modo obtemos

tan(u) — tan(v)
1 + tan(u). tan(v)’

tan(u — v) =

21



13.7  sin(2u)

Observamos que
sin(2u) = sin(u + u) = sin(u). cos(u) + cos(u). sin(u) = 2sin(u). cos(u).

Logo,
sin(2u) = 2sin(u). cos(u).

13.8 cos(2u)

Do mesmo modo,

cos(2u) = cos(u + u) = cos(u). cos(u) — sin(u). sin(u) = cos?(u) — sin®(u).

13.9 tan(2u)

Observemos que

_ tan(u) +tan(u)  2tan(u)
tan(2u) = 1 —tan(u). tan(u) 1 — tan?(u)’
Logo
o 2 tan(u)
tan(2u) = m

14 Formulas de Carnot

1+ cos(2u) = 1 + cos?(u) — sin®*(u) = 2 cos*(u)

1 —cos(2u) = 1 — cos?(u) + sin?(u) = 2sin®(u).

1 +cos(2u) = 2cos*(u) e 1—cos(2u) = 2sin*(u).

Estas formulas sao utilizadas do seguinte modo:

1 2
cos?(1) = + cos(2u)
2
‘ 1 2
sin?(u) = %W)

22



15 t-féormulas

Das formulas de Carnot, obtemos

cos(2u) = 2cos?(u) —1
2

1+ tan?(u)

1 — tan?(u)

1+ tan?(u)

Como

2t
fan(2u) = —n)
1 — tan®(u)
entao

2 tan(u)

(9y) - _2tan(w)
sin(2u) 1 + tan?(u)

Fazendo t = tan(u) , entao

1—¢2

1+12
2t

1+¢t2

cos(2u) =

sin(2u) =

tan(2u) =

Estas 3 formulas sdo chamadas ¢-férmulas.

16 Equacoes trigonométricas

16.1 Equacgoes bésicas cos(u) = cos(v)

Com a ajuda do circulo trigonométrico vemos que:

cos(u) = cos(v) & u = v+ k.2m,

onde k£ € Z.

23



16.2 sin(u) = sin(v)
Com a ajuda do circulo trigonométrico vemos que:

sin(u) =sin(v) @ u=v+2.krouu=mr—v+2.km.

16.3 tan(u) = tan(v)
Com a ajuda do circulo trigonométrico vemos que:

tan(u) = tan(v) & u = v + k..
16.4  cot(u) =cot(v)
Com a ajuda do circulo trigonométrico vemos que:

cot(u) = cot(v) <=>u=v+ k..

17 Reduzindo a equacgoes basicas

17.1 Exemplo 1

Resolver cos(2x) = cos(m — 3x).

cos(2x) = cos(m — 3x)
& 2r=(rm—3z)+2kmwour=—(7—3x)+2k.7
& br=n+2kmou —x=-—-7+2k7
T 2.km ,
& x:g—i- 5 our=m—2k.m.

17.2 Exemplo 2

Resolver tan(z — 7) = tan(2x)

tan(z — g) = tan(2z)
& x—%zQx—i—kﬂ
& :L'I—g—kﬂ'

24



17.3 Usando uma variavel adicional

17.4 Exemplo 3

Resolver 2sin®(2z) + sin(2z) — 1 = 0.
Fazendo a substituicao ¢t = sin(2x), obtemos a equagao quadréatica

A+t —1=0,

cujas solugoes sao

 —1+£VI+8 -1+3

13
4 4 7

ou seja,

t=- ou t=-—1.
2

Portanto, devemos resolver as equagoes

1
sin(2z) = 5 ou sin(2x) = —1.
. 1 -
Se sin(2z) = Y entao

5
2x:%+2k7r ou 2x:%+2k7r, ke Z,

e, dividindo por 2,

5
x:l—l—kﬂ ou x:£+kw.

12 12
Se sin(2z) = —1, entao
2x:3§+2k’7r, keZ,
logo
x = ?% + k.

Assim, o conjunto solucao da equacao é

s 5% 3
m—ﬁ—l—lm, x—ﬁ+k7r, x—z—i-knr, kelZ.

25



18 Usando fatoracao

18.1 Exemplo 1

Resolver 3sin(2z) — 2sin(z) = 0.

3sin(2z) — 2sin(z) = 0
6sin(z) cos(z) — 2.sin(z) = 0
2sin(z) (3cos(z) — 1) =0

1
sin(z) = 0 ou cos(x) = 3

(R

x=kmoux~~ 123095+ 2km ou = ~ —1.23095 + 2k'w

18.2 Exemplo 2

Resolver a equagao asin(u) + bcos(u) = c.
Vamos transformar asin(u) + bcos(u) em Asin(u — ug) ou A cos(u — up).

Consideremos a sin(u)+bcos(u) = a(sin(u)+2 cos(u).). Tome uq tal que tan(ug) =
b

a

Logo,

asin(u) + becos(u) = a(sin(u) + g cos(u))

= a(sin(u) — tan(ug) cos(u))

= cos(um) [sin(u) cos(ug) — sin(ug) cos(u)] .
Seja A = cos(ing) Entao,
asin(u) + beos(u) = @ [sin(u) cos(ug) — sin(ug) cos(u)]

= Asin(u — up)
= Acos(g —u+up)

= Acos(u— uy).
Com esta redugao podemos resolver a equacao asin(u) + bcos(u) = c.
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18.3 Exemplo 3

Resolver a equacao
3sin(2z) 4+ 4 cos(2x) = 2.

Observe que 3sin(2zx) + 4 cos(2z) pode ser escrito como Rsin(2x + ¢), onde

R=+v3*4+42=5.

Lembre-se de que qualquer expressao da forma asin® + bcos#, com a e b reais
nao simultaneamente nulos, pode ser reescrita como uma tinica fungao seno:

asinf + beosf = Rsin(0 + ¢),
onde R = +va?+ b> > 0, e o angulo ¢ é escolhido de modo que

Cosgoz%, singpzf—%.

Essa identidade decorre diretamente da férmula do seno da soma:
sin(f + ¢) = sin f cos ¢ + cos O sin .

3 . . 4
Agora, tomando cos p = Fesing =z (ou seja, ¢ = arctan 3 ), temos

3sin(2x) + 4 cos(2z) = 5sin(2z + ).

A equacgao passa a ser

. _ 2
Ssin(2r + ) =2 = sin(2x+ ) = £

2
Seja o = arcsin (5) Entao,

2r+p=a+2kr ou 2xr+¢=m—«a+ 2km, ke Z.

Logo,

oa—@ T—Q—

5 + km, ke Z.

+kr ou z=

xr =

Substituindo ¢ = arctan(%) e = arcsin(%), obtemos a solugao exata. Se
desejarmos uma aproximacao decimal (1til para graficos ou verificagdo numérica):
w ~ 0.9273, a =~ 0.4115,
e, portanto,

r~—0.2579+kr ou x=0.9014+ kn, kelZ.
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