Expansdo em séries de Taylor

Prof. Doherty Andrade
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1 Foérmula de Taylor com Resto de Lagrange

O polinémio de Taylor de grau n é dado por, numa vizinhanga de x = a,

pu() = F(@) + Fa)(x =) + L0 a4 LD g

2! n!

A principal propriedade deste polindmio é que ele passa pelo ponto (a, f(a)) e possui
as mesmas derivadas até ordem n que a funcéo f.

Como veremos nos exemplos, o polindmio de Taylor de f desenvolvido numa vizi-
nhanca de x = 4 aproxima a funcdo nesta vizinhanca.

Cada vez que aproximamos um valor desconhecido por outro conhecido é importante
saber estimar o erro que se comete ao fazer esta aproximacdo. Isto é estimar o erro para
melhorar a aproximagdo se necessdrio. Queremos encontrar € > 0 de tal forma que

|f(x) —pm(x)| <€, Vxe(a—d,a+)9),

onde p;, é o polindmio de Taylor de grau m numa vizinhanca de x = a.



Teorema 1.1 » Teorema de Taylor

Seja f : [a,b] — R uma funcgio com 1 derivadas continuas e f(
todo (a,b). Seja xy € [a,b] entdo existe c € (a,b) tal que

n+1) definida em

n f(k) (n+1)
fx) = Z f kk(!xo) (x — xo)k + f(rld‘_Tll()C')(x _ xo)n+1

O Teorema de Taylor é uma extensao do teorema do Valor médio. Isto é se consideramos
m = 1 teremos que

f(x) = f(xo)

X — X

fx)=f(xo) + f(c)(x—x0) = = f'(c)

Sua demonstragdo também segue a mesma ideia da demonstragdo do Teorema do Valor
médio.

Demonstragio do Teorema: Denotemos por

n (k)
G(t) = f(x) = f(t) = ) 20 (x — ) + A(x — 1)1

onde A é de tal forma que G(xo) = 0. Portanto teremos que G(x) = G(xp) = 0. Pelo
Teorema de Rolle, existe ¢ €]x, xo[ tal que G'(c¢) = 0. Derivando G encontramos

n (k)
cW=—ft)-y o {f EOTS t>’<} (1) A(x— )

k=1
Lembrando das férmulas das derivadas de um produto teremos que

n( fk+1) (k)
ORE R {fk—(”< = I t>’<—1} (A1)
=1 : :

Note que o somatoério anterior é telescopico, portanto
(n+1) (n+1)
G'(t) = —fn—|(t)(x—t)”—(n+1)A(x—t)” = f—(c)(x—c)” =(n+1)A(x—c)"

Tomando t = ¢, segue que

f(”H)(c)
(n+1)!

Tomando t = x( e aplicando o fato que G(xg) = 0 obtemos o resultado. O

2 Principais Séries de Taylor em Torno da Origem

Abaixo apresentamos uma lista das principais fun¢des analiticas e suas respectivas
séries de Taylor em torno de x = 0 (séries de Maclaurin). As séries sdo validas dentro
de seus raios de convergéncia.



10.

11.

t (2n+1)!
n°°0 (_(;Ln)fzn = cos(x), x€R
ni ( 1)1:+1x —In(1+x), -1<x<1
o, 2n+1
12 4 1 =tanh '(x), |x|<1

i n 2n+1 .
B <
Z 2n—|—1 =tan (x), |x|<1

n:

=(1+x)% |x| <1 (Sériebinomial generalizada)

—1)--(a—n+1)
n! .
- 1
Y M=, |x|<1
n=0 1—x
—n
> (2n)! x2n+1

=sin"!(x), [|x[<1

r;) 227(n)? 2n+1



12.
) (—1)”(211)! x2n+1

: = sinh ™" 1
L oy ang1 S @) Rl<
13. ) ) .
(! .
Z 2™ (n! ) 2n M, 0<|x| <1
= 2n+1)! X
14. .
= x" In(1—
Zx __In( x), 0< x| <1
—on+1 X
Observagoes:

1. Oraio de convergéncia é indicado quando diferente de todo RR.
2. A fungdo tan!(x) converge também em x = =1, por convergéncia alternada.

3. A série binomial generaliza poténcias reais, incluindo /1 + x, \/ﬁ etc.

3 Exemplos

Determine o m de tal forma que a aproximacao
i iy
by W

para x €]0,1], possua dois digitos exatos.
O erro ao aproximar a exponencial pelo polindmio de Taylor estd dado por

(m) (¢ e‘
Em _ f ( )(x)n — (x)m S

e
m! m!

Para ter dois digitos exatos, devemos ter que E,; < 0, 005. Para obter esta estima-

tiva fazemos

% <0,006 = m!>200e = 543.6563656 > 544

Como 6! = 720 podemos tomar m = 6. Isto é para qualquer valor x € (0,1) a

expressao
5 yn
n!
n=0 """
aproxima ao exponencial e* com dois digitos exatos. [




Encontre a vizinhanca de x = 0 na qual o polindmio de Taylor de grau 2 aproxima
a fungdo y = cos(x) com dois digitos exatos.
O polindémio de Taylor de grau 2 é dado por

p(0) = O + O+ 102 o ppw =142

O erro que cometemos ao aproximar a fungéo f(x) = cos(x) por pa(x) é

1
Jcos(x) — pa(a)| = 11020 < e
Como f"'(x) = sen(x), encontramos que
ser;(c)ag, <e V x| <a

Queremos que 6( )g3 < 0,005 isto é sen(c)a® < 0,03. Tomando a = 0.4 temos
que sen(c)a® < 0.0256.

Portanto no intervalo [—0.4,0.4] a fun¢do cos(x) é aproximada por py(x) =
1 + 2 com dois digitos exatos. [

Encontre a vizinhanca de x = 0 na qual o polindmio de Taylor de grau 2 aproxima
a funcdo y = v/1 + x com dois digitos exatos.
Calculando as derivadas

/ 1 " 1 "o 3

vy = zm' vy = _4(1+x)—3/2’ Yy = 8(1+x)—5/2'
O polinémio de Taylor de grau 2 é dado por

P =0+ O+ 02 = =145 22

O erro que temos ao aproximar a funcéo f(x) = v/1+ x por pa(x) é
1/
VITx - o) = | 6(C)x3] <e

Como f"'(x) = W, encontramos que
L ®<e VY |x|<a
16(1—a)572 =~ '
Queremos que maﬁ < 0,005 isto é O_;Wa?’ < 0,08. Tomando a = 0.39

temos que Wcﬁ = .0759. Portanto, no intervalo [—0.39,0.39] a fung¢do

v/ (x+1) é aproximada por pp(x) =1+ 35 — ¢ * com dois digitos exatos. O




Exemplo 3.4

Encontre a vizinhanca de x = 0 na qual o polindmio de Taylor de grau 2 aproxima
a fungdo y = V1 + x2 com dois digitos exatos. Do exercicio anterior sabemos que
para todo x € [—0.39,0.39] se verifica que

x  x2
y=v1+x=1+§——4 + €,
onde € < 0,005. Como

x €[-0.39,039] = x*€[-0.39,0.39]

2

Entdo podemos substituir x por x, assim podemos aproximar

2 4

Vit2=1+2 -2 4¢

2 4

\.

Mostre que para todo x > 0 se verifica a desigualdade:

2 2 3

x x: X
_Z < < y_ - L
X 2_1n(1+x)_x 2+3
Primeiro calculemos as derivadas de f(x) = In(1 + x).
1 1 2 6

fO =1z fO=—gmp O O Ty

Pelo Teorema de Taylor existe uma constante ¢ > 0 tal que

R R e
x? 1 3 x2
) =2y T3t 2T

Por outro lado, usando o Teorema de Taylor mais uma vez, encontramos que
existe uma constante c; > 0 tal que

1n(1+x)—x—xz-|—x3— 1 x* < _x2 X
N 2 3 4(1+q)t — 2 3

Das duas ultimas desigualdades segue o resultado.




4 Exercicios

1.

10.

Calcule o polindmio de Taylor de grau 5 numa vizinhanca de x = 0 das seguintes
funcdes

1 X
f) =11 fl)=cosx), flx)=In(l+x), flx)=e"
Resp: a) p(x) =1 —x+x% — 2% +x* — 2%,
xz X
b)p(x):1_72+¥/ . 5 \
Qpx)=x—-5+L-L+Ldpkx)=1+x>+%

Encontre o polindmio de Taylor de grau 5 da funcdo f(x) = xe° Resp: p(x) =
3 4 5
x+x+ S+ 4+ 5

Calcule o polindmio de Taylor de grau da fungdo numa vizinhanga de x = 0 de
flx) = ﬁ—zx (sugestdo: faca primeiro uma divisio) Resp: p(x) = x2 — x% + x* — x°

Calcule o polinémio de Taylor de grau da fung¢do numa vizinhanga de x = 0 de
f(x) =1/(1+ x?) Resp: p(x) =1 — x> + x*.

Usando o exercicio anterior calcule o polindmio de Taylor de grau da fungdo numa
vizinhanca de x = 0 de f(x) = 1/(1 + x + x?) (sugestdo: complete quadrados).
Resp: p(x) =1 —x+ x> — x4

Calcule o polindmio de Taylor de grau 5 da fun¢do numa vizinhanga de x = 0 de
flx)=1/(1+ x)z. Resp: p(x) =1—2x 4 3x2 — 4x3 + 5x% 4 6x°.

Usando o exercicio anterior encontre o polindmio de Taylor de grau 5 das fun¢des
f(x)=1/(1+ax)? f(x) =1/(b+ax)>

Resp: a) p(x) = 1 — 2ax + 3a%x? — 4a3x> + 5a*x* + 6a°x°

b) p(x) = g {124+ 3(§)%* — 4(§)°° +5(§)"x* + 6(§)°+°}

Encontre o polindmio de Taylor de grau 3 numa vizinhan¢a de x = 1 de f(x) =
In(1+ 2x).Resp: p(x) =In(3) + 3(x — 1) — 3(x — 1)2+ & (x — 1)

Mostre que para todo x > 0 se verifica a desigualdade:

3
2x — 2x2 < In(1 + 2x) < 2x—2x2—|—8%.

Encontre a derivada de ordem m da funcdo f(x) = In(1+ x). Resp: f(")(x) =

(_Um—l—lm.



11. Encontre a derivada de ordem m da funcdo f(x) = In(1 + ax). Resp: f")(x) =

(_1)m+1 (1it)m .
12. Encontre o menor valor de n de tal forma que o polindmio de Taylor de grau n da
funcdo f(x) = In(1 + x) aproxime a f com dois digitos exatos.

5 Outras Formulagoes

Primeiramente vamos nos concentrar no casode f : I — RR.

Seja f : I — R uma fungdo n vezes derivavel. O polindmio de Taylor de f no ponto
a € I é o polindmio p(x) = Y axx* de grau menor do que ou igual a 7 tal que as suas
derivadas no ponto x = 0 coincidam com as derivadas de mesma ordem de f no ponto
x = a. Como p¥) (0) = kla, segue que o polindmio de Taylor é dado por

plx) = ff(k;i'( 2
~ Kl

Teorema 5.1 » Férmula de Taylor com resto infinitesimal

Seja f : I — R n vezes derivavel no ponto a € I. A fungdo definida porr: ] — R
onde | é o intervalo

J={heRa+hel}
pela igualdade

fla+h) = fa)+ 1!” h+---+f(n1i!(”)h”+r(h)

satisfaz 3
tim ") _ g,
h—0 h"

Reciprocamente, se p(/1) é um polindmio de grau < n tal que r(h) = f(h) — p(h)
cumpre
. r(h)
1 =0,
ho0 hn 0

entdo p(h) é o polindmio de Taylor de f em a.

.

Teorema 5.2 » Férmula de Taylor com resto de Lagrange

Seja f : [a,b] — R derivavel n + 1 vezes em (a,b) com f") continua em [a, b].
Existe ¢ € (a,b) tal que

"(a () (g (n+1)
f(b):f(a)+]¥(b—a)+---+f n!( )(b—a)”+f(—n11()c!)(b—a)(”+1).

Tomando b = x, obtemos




) (q (g )

Teorema 5.3 » Férmula de Taylor com resto integral

Se f : I — R possui a nn 4 1-ésima derivada continua no intervalo de extremos a e
a + h pertencentes a I, entdo
f'(a)

_ f(n)(a) n n 1(1_t)n n
Flath) = fla) g (h) 4 o) +1/0 Wf( +1) (g 1 th)dt.

f(x):f(a)—F%(X—a)_F..._}_

Demonstragdo. Pelo Teorema fundamental do Calculo, temos
X
) =@+ [ f v

Integrando por partes, com u = f'(t), v = —(x — t), du = f?)(t)dt, dv = dt obtemos

F) = f@)+ f@—a)+ [ (-0

Repetindo o argumento na integral acima, fazendou = f/, v = — (x_zt) ydu = O, do =
(x — t)dt. Disto resulta que

£ = Fl)+ £ @) =)+ LD ey [ oy

Repetimos o processo e usando induc¢do matemadtica, obtemos o teorema. O

Observacao 5.4

Seja I um intervalo aberto e f : I — R. Dizemos que f é analitica em I se para
cada ¢ € I existe uma sequéncia de reais (a,) e § > 0 tal que

flx) = an(x—c)"

para todo x com |x —¢| < 4.
A série de Taylor, em alguns casos, é a série acima. Veremos mais sobre isto
adiante.

Uma série de poténcias é uma expressdo da forma:

(]

Y an (x—xo)"

n=1

Como exemplo simples, tomemos a seguinte série



Note que seus termos formam uma progressao geométrica. Assim, fica facil determinar
o valor da sua soma.

Ou seja,
S xi’l e 1 (*)
=0 1—x

n
x pertence ao intervalo [-1,1).

Note que podemos usar esta série para determinar a soma de outras. Vejamos um
exemplo:

Z y(Qﬂ)
n=0
y = x? e usando (*) obtemos que
© 1
2n) _
ngo y 1— }/2

Note que a série ), (—x)" também pode ser calculada usando a igualdade (*), para
isto basta tomar —x no lugar de x para obter
> 1
— n —
2 (=%) x+1

n=0

6 A Formula de Taylor para n variaveis

Nesta se¢do vamos utilizar o operador V muitas vezes. Vamos fazer algumas observa-
¢Oes sobre este importante operador diferencial.

O operador diferencial V (para duas varidveis) é dado por
9 d
v=(ava)

_(9f of
Vf(x,y) - (ﬁ’ @) .
Agora vamos calcular o seguinte produto interno: V - V f.

10

assim V f é o seguinte vetor:



isto é,

aZf aZf
§72 =V -Vf=—=+_—=
f f dxz = oy?’

Agora vamos fazer outra continha usando o operador V: se H = (h,k) € R?> vamos
calcular (H - V)% f(x,v).

-9 = [k (2 2] s

isto é,

o 9\’
(H-V)*f = (ha +k@> f.
Ou seja,
dx? dxady Jy?

O que resulta em,

0*f f 20
. 20 B2 L 4 ophe—2 29
(H-V)f=h 922 + hkaxay +k a2
Agora vejamos o caso f : U C R" — IR". Vamos nos fixar, por razdes ébvias a m = 1.

Para simplificar tomemos n = 2. Seja P(a,b) e H = (h,k) tal que P+ tH € U onde
t€[0,1].

Seja
g(t) = f(P+tH) = f(a+th,b+ tk).

Se g tem n derivadas continuas, entdao

! (n—1) (n)
g(t) Zg(0)+g1(|0)t+...+wtn1+g (D) n.

(n—1)! n!

Pela Regra da cadeia, temos

¢(t)=(H-V)f(P+tH).
¢@(t) = (H-V)* f(P+tH).

Em geral,
gW(t) = (H- V)" f(P+tH).

11



Teorema 6.1 » Férmula de Taylor para n variaveis

até ordem n. Entdo, existe T entre 0 e 1 tal que

f(P+H) = f(P)+ (H-V)f(P) + -+

Seja f : U C R" — R definida no aberto U e tendo derivadas parciais continuas

No caso de duas variaveis, a férmula de Taylor fica:

fla+hb+k) = f(a,b)—l—(h%—kk%)f(a,b)

1 ) 9\ !

n
+ +k%) f(a+th,b+ tk)

Exemplo 1: f(x,y,z) = (x +y)° em torno de (0,0,0), até ordem 3
flxy) = (x+y)°e f(0,0) =0e f(1,2) = 27.

Temos fr = 3(x +y)? e f+(0,0) = 0e fr(1,2) =27

fy=3(x+y)*e f,(0,0) =0e f,(1,2) =27

fry = 6(x+y) e fry(0,0) = 0e fiy(1,2) = 18.

fxxx = foxy = fayy = fyyy = 6.

Assim, a série de Taylor é em torno do ponto (0,0).

_ 1 3 2 2 3
f(u,v) —0—|—§ <6u + 18u“v + 18uv” + 6v > + Rs.

A série de Taylor em torno do ponto (1,2).

fleo) = 27+ 2 [27(u—1) +27(0 - 2)

- % 181 = 1)2436(u — 1) (0 — 2)2 + 18(0 — 2)?|
+ % [6(u — 1)} +18(u—1)%(v —2) +18(u — 1) (v — 2)> + 6(v — 2)3]
+ Ra.

12



Exemplo 2: f(x,y,z) = ¢**¥ em torno de (0,0,0), até ordem 3
f(x,y) =e*tVe f(0,0) =1e f(1,1) = €

Temos fy = etV e £:(0,0) = 1e f,(1,1) = ¢?
fy=eef,(0,0)=1efy(1,1) = ¢

foy ="V e fry(0,0) = 1e fry(1,1) = €

frxx = fuxy = fayy = fyyy = €¥1Y. Assim, todas as derivadas de ordem 3 valem 1 em
(0,0) ee? em (1,1).

Assim, a série de Taylor em torno do ponto (0,0) é:

1 1 1
flu,0) =1+ F(”‘HJ) + E(u2+2uv—|—vz) + 37(143+3M20+3u02+03) + Rs.

A série de Taylor em torno do ponto (1,1):

o = f4 -1 -]
b P12 422w 1) 1) + 20— 1)7]
+ %[‘32(”—1)3+3€2(u—1)2(v—1)+3ez(u—1)(0—1)2+e2(v—1)3]
+ Ra.

Exemplo 3: f(x,v,z) = (x +y + z)? em torno de (0,0,0), até ordem 2
f(x,y,2) = (x+y+2)?e f(0,0,0) =0, f(1,1,1) = 9.
Temos as derivadas parciais de primeira ordem:

fx=2(x+y+z), f(00,00=0 f(1,1,1)=6
fy=2(x+y+z), f,(000) =0 f(1,1,1)=6
f.=2(x+y+2z), f(0,00) =0 f(1,1,1)=6

Derivadas parciais de segunda ordem:

fxx =2, fyy =2, fzz =2
fxy = fxz = fyx = fyz = fax = foy =2

Todas as derivadas segundas sdo constantes, logo:
fxx(0,0,0) = £14(0,0,0) = - -- = 2, e 0 mesmo vale em (1,1,1).
As derivadas de terceira ordem sdo todas nulas, pois as de segunda sdo constantes.

Assim, a série de Taylor de ordem 2 em torno do ponto (0,0,0) é:

13



1 1
flu,0,w) =0+ F(Zu—l—Zv—l—Zw) +5 (2u2+202+2w2+4uv+4uw—|—4vw> + Ry.

Simplificando:

flu,v,w) = 2u + 20 + 2w + u® + v* + w? + 2uv + 2uw + 20w + R,

ou, de forma compacta:

flu,v,w) = (u+ov+w)*+2(u+0v+w)

Note que neste caso a expansdo reflete a forma quadrética. Agora, a expansdo em torno
do ponto (1,1,1):

Ft,0,w) = 94 1 [6(u — 1) +6(0 1) +6(w — 1)

+ % [2(u—1)2+2(v—1)2+2(w—1)2+4(u—1)(v—1)—|—4(u—1)(w_1)_|_4(v_1)(w_1)]
= 9+4+6(u—1)+6(v—1)+6(w—1)

+ =12+ @w-12+w—-12+2(u—1)(v—1) +2(u—1)(w—1) +2(v — 1)(w — 1) + Ry.

Observamos que esta expansdo corresponde a:

fuo,w)=1+w—-1)+1+@w-1+1+w-1)*= (u+v+w)?

como esperado, confirmando a exatiddo da série (com resto nulo a partir da segunda
ordem).

Exemplo 4: f(x,y,z) = cos(x + y + z) em torno de (0,0,0), até ordem 2

f(x,y,2) = cos(x +y +z), com £(0,0,0) = cos(0) =1e f (%,0,0) =cos (5) =0.

Vamos calcular as derivadas parciais até a ordem 2, notando que todas as derivadas
envolvem senos e cossenos da soma x + i + z, e denotaremos s = x + vy + z.

Primeiras derivadas:

fx = —sin(s), fy= —sin(s), f; = —sin(s)

Em (0,0,0):  f:(0,0,0) = —sin(0) =0, analogamente f, = f. =0
Segundas derivadas:

fxx = —cos(s), fyy = —cos(s), frz = —cos(s)

fxy :fxz :fyx :fyz :fzx :fzy = —COS(S)

14



fxx(0,0,0) = —cos(0) = —1, e o mesmo para todas as segundas derivadas: todas
valem —1 em (0,0,0)

Todas as derivadas terceiras envolvem sin(s), por exemplo:
frxx = sin(s),  frxy = sin(s), etc. — todas iguais a sin(s), logo valem 0 em (0,0, 0)

Agora, a expansio de Taylor de ordem 2 em torno de (0,0,0):

f(u,0,w) = £(0,0,0) + ) _ £+,(0,0,0) - (x;) + % Y f2x,(0,0,0) - x;x; + Ry
i T

Substituindo:

1
f(u,v,w):1+0-u—|—0-v+0-w—|—§ [—uz—vz—wz—Zuv—Zuw—va] + Ry

Agrupando:

1
f(u,0,w)=1- E(u—i—v—i—w)2+R2

Este resultado é consistente com a expansdo de cos(f) em torno de 6 = 0: cos(f) ~
1—%2,com9 =u+v+w.

Agora, consideremos a expansio em torno do ponto (%,0,0). Neste caso, s = ¥ + v+ w,
ef(5,0,0) =cos(5) =0

Calculemos as derivadas no ponto (%, 0, 0):

fx=—sin(s) = —sin(5)=-1, f,=-1, f=-1

frx = —cos(s) = —cos (5) =0, etodas as segundas derivadas: fyy = fx; = --- =0
Todas as derivadas segundas sao nulas neste ponto.

Assim, a expansdo de Taylor de ordem 1 (jd que segundas derivadas sdo nulas) em torno
de (%,0,0) é:

fuow) = 04 fo (u= D)+ fy ot forwt 5 (0) + Ry

= - u—E —v—w+ Ry
(#-3)
= —<u+v+w—g)+R1

Este resultado é coerente com a aproximacao linear de cos () perto de § = Z: cos(6) ~
—(6—7%),onded = u+ov+w.

15



Portanto, a série de Taylor reflete corretamente o comportamento local da fungdo
cos(x + vy + z) nos pontos considerados.

Expansao de Taylor em Forma Matricial

Para uma fungdo f : R" — R duas vezes diferencidvel, a expansao de Taylor de ordem
2 em torno de um ponto a é dada por:

f(a+h) = f(a) + Vf(2)"h + sh"H(a)h + Ra(h),

onde: -h = (hy,hy, ..., h,)T é o vetor de incrementos, - Vf(a) é o gradiente de f em a, -

2

H(a) é a matriz Hessiana de f em a, cujas entradas sao H;j = %(a), - Rp(h) é o resto
[}

de ordem 2, com % — 0 quandoh — 0.

Exemplo: f(x,y,z) = cos(x +y + z) em torno de (0,0,0)
Sejaa = (0,0,0),eh = (u, v,w)T.

1. Valor da funcgao:
£(0,0,0) = cos(0) =1

2. Gradiente:
Vf(x,y,z)=(—sin(x+y+z), —sin(x+y+z), —sin(x+y+z))
V£(0,0,0) = (0, 0, 0)

3. Matriz Hessiana:

Todas as segundas derivadas sao: - fux = fyy = foz = —cos(X +y +2) - fry = frz =
fyz = — cos(x +y + z) (e simétricas)

Em (0,0,0), cos(0) = 1, logo:
1 -1 -1
H(0,0,0)= [-1 -1 -1
-1 -1 -1

4. Expansao matricial:

fuo,w)=1+[u v w

-1 -1 1] [w

0 -1 -1 -1
0] +§[u v w] [1 ~1 1]

u
v| + Ry
Calculando o termo quadrético:
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—UuU—-0—-w

%[u v w |—u—v—w :%[u(—u—v—w)—i—v(—u—v—w)—i—w(—u—v—w)]
:%[—(u—kv—kw)z}:—%(u—i—v—kw)z

Portanto, a expansao é:

1
flu,o,w)=1- E(u —I—v—l—w)z + Ry,
coerente com o desenvolvimento anterior.

A forma matricial permite visualizar claramente a estrutura da aproximagdo quadrética.
Neste caso, a Hessiana tem posto 1 (todas as linhas sdo iguais), refletindo a dependéncia
da fungdo apenas da soma x + v + z. Isso mostra que a fungdo é constante nas dire¢des
perpendiculares ao vetor (1,1,1), e a curvatura ocorre apenas ao longo dessa direcao.

Exemplo 5: f(x,y,z) = e*"¥*% em torno de (0,0,0), até ordem 3

Considere a funcdo f(x,y,z) = e*7¥*2. Sejaa = (0,0,0) e h = (u,v,w)". A expansdo
de Taylor de ordem 3 é dada por:

f(a+h)=f(a)+ Vf(a)h+ %hTH(a)h + %T(h, h,h) + Rs(h),

onde 7 representa a forma trilinear associada as derivadas terceiras.

1. Valor da fung¢do em (0,0,0)
£(0,0,0) =¢" =1

2. Gradiente (derivadas de ordem 1)

Como f(x,y,z) = e*"Y*%, todas as derivadas parciais de primeira ordem sdo iguais a f:

'fx — ex+y+z’ fy — ex+y+z’ fz — pXtytz

Em (0,0,0):
Vf(0,0,0) =(1,11)

Assim, o termo linear é:

Vfilh=1-u+1-v+1-w=u+v+w
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3. Matriz Hessiana (derivadas de ordem 2)

Todas as derivadas segundas sdo também e*"¥*%, pois derivar novamente qualquer
primeira derivada retorna a prépria fungéo.

'fxx :fxy = fxz = fyy :fyz = fzz = ¥ tytz
Em (0,0,0), todas valem 1.

Logo, a matriz Hessiana é:

111

H(0,0,0)= (1 1 1

111

O termo quadratico é:

1 1 11 1] [u 1 u+ov+w
~h"Hh=_[u v w] |1 1 1 =-[u v w |lu+v+w

2 2 2
11 1] |w u+v+w

(u+v+w)?

wu+ov+w)+ou+ov+w)+wu+ov+w)| =

N =
N —

4. Derivadas de ordem 3 e termo ctbico

Todas as derivadas parciais de ordem 3 sdo também iguais a e*"¥ "%, pois cada derivagdo
adicional mantém a forma exponencial. Por exemplo:

_fxxx = fxxy = fxyz P — eX+y+z
Em (0,0,0), todas valem 1.

O termo cubico na série de Taylor é dado por:

1 1 1
£ F(0,0,0) kit = 2 Y1 hilhy = (0 + )
ijke{xyz} ik

Isso porque a soma de todos os produtos 1k com indices independentes € exatamente
aexpansdo de (u+ v+ w)3, e ha 3% = 27 termos, mas a férmula com fatorial ja os agrupa
corretamente.

Portanto:

%T(h, hh) = > (i + v+ w)°

N —
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5. Expansao completa até ordem 3

Agora reunimos todos os termos:

1 1
flu,v,w) = 1+(u+v+w)+§(u+v+w)2+g(u+v+w)3+R3

i (u+v+w)k+R
—_— 3
k=0

k!

Este resultado é consistente com a série de Taylor escalar da fungao e’ em torno de t = 0,
com t = u + v + w. De fato:

(u+v+w)? (u+v+w)
2! + 3!

phtvtw — 1—|—(u—|—v—|—w)—|—
A forma matricial (e tensorial) da série de Taylor revela claramente a estrutura da
aproximagao:
¢ O gradiente uniforme reflete simetria nas varidveis.

* A Hessiana constante com todos os elementos iguais mostra acoplamento total
entre as variaveis.

* O termo ctibico, dado por um tensor de ordem 3 com todas as componentes iguais
a1, resultaem £ (u+ v+ w)S.

Este exemplo ilustra como a simetria da funcdo simplifica a expansao e permite uma
expressao compacta.
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