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Dizemos que uma familia de polindmios ndo nulos py(z), pi (), ..., pp(z), ... é uma
familia de polinémios ortogonais, relativamente ao produto interno (-, -), se verifica o
seguinte

_JO, i#Fg
(pi(z),pj(z)) = {Cz 40, i=j.
No estudo dos polindmios, utiliza-se comumente produtos internos da forma

b
(f.9) = / w(z) f(z)g(z)de,

onde w(z) > 0 e w(z) # 0 em cada subintervalo de [a, b] e integravel em [a, b] é chamada
de fungéo peso.

Os seguintes produtos internos sdo os mais comumente utilizados na determinacao de

polindmios ortogonais.
1
(1) {f,g) = / f(z)g(x)dz,isto é, w(z) =1lea=—1,b=1.
-1

Este produto interno dara origem aos polinémios de Legendre.

Os polindbmios de Legendre podem ser determinados pela seguinte lei de recorréncia
Py(z) =

Pl(.'IZ)
(n+1)Pyyi1(z) = 2n+ 1)zP,(x) — nPp

1
x (1)
).

—~

T

Outra forma de determina-los é pela igualdade:

_ 1 d" 2 n

Pn(w)_ 2"n! dzn (m _1) .
@i) (f >—/1;f(w) (z)dz, isto é w(w)—;ea——l b=1
7g - . ,—1_$2 g 9 ! - ]_—;1,’2 - 9 e

Este produto interno dara origem aos polinémios de Tchebycheff.
Uma forma alternativa para construir os polinémios de Tchebyscheff é dada por, paran > 1
Tn+1 (ZL‘) = 2$Tn(m) - Tnfl(w)7

onde Ty(z) =1, Ti(z) = =.
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o0
3i) (f,g9) = / e *f(z)g(x)dz,isto é, w(z) =e % ea=0,b=oo.
0
Este produto interno dara origem aos polindmios de Laguerre.

) (f,9) = /°° e f(z)g(x)dz, isto é w(z) = e ea = —00,b = 0.

o0

Este produto interno dara origem aos polindmios de Hermite.

Vamos utilizar a biblioteca Python chamada mpmath para trabalhar com polinédmios

ortogonais.

1. Polindmios de Legendre

O codigo gera os primeiros polindmios de Legendre.

from sympy import symbols, legendre, init_printing

# Inicializa a impressdo em LaTeX
init_printing()

# Simbolo
X = symbols('x")

# Gera e imprime as expressoes para os polinémios de Legendre até o grau N
N = 10
for n in range(N+1):

expression = legendre(n, x)

latex_expression = f'P_{n}(x) = {expression}’

print(latex_expression)

PO(x) =1

P_1(x) X

P 2(x) = 3*x**2/2 - 1/2

P_3(x) = 5*x**3/2 - 3*x/2

P_4(x) = 35%x**4/8 - 15*x**2/4 + 3/8

P 5(X) = 63*x**5/8 - 35%x**3/4 + 15*x/8

P 6(X) = 231*x**6/16 - 315*x**4/16 + 105*x**2/16 - 5/16

P_7(x) = 429*x**7/16 - 693*x**5/16 + 315*x**3/16 - 35*x/16

P_8(x) = 6435*x**8/128 - 3003*x**6/32 + 3465*x**4/64 - 315*x**2/32 + 35/128
P_9(x) = 12155*x**9/128 - 6435*x**7/32 + 9009*x**5/64 - 1155*x**3/32 + 315%*x/128
P_10(x) = 46189*x**10/256 - 109395*x**8/256 + 45045*x**6/128 - 15015*x**4/128 + 34
65*x**2/256 - 63/256

O codigo gera os polindmios de Legendre no formato LaTeX.

from sympy import symbols, legendre, latex

# Simbolo
X = symbols('x")

# Gera e imprime as expressoes LaTeX compiladas para os polinémios de Legendre até
N = 10
for n in range(N+1):

expression = legendre(n, x)

latex_expression = latex(expression)

print(f'P_{n}(x) = {latex_expression}")
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PO(x) =1

P_1(x) = x

P_2(x) = \frac{3 x*{2}}{2} - \frac{1}{2}

P_3(x) = \frac{5 x*{3}}{2} - \frac{3 x}{2}

P_4(x) = \frac{35 x*{4}}{8} - \frac{15 x~{2}}{4} + \frac{3}{8}
P_5(x) = \frac{63 x*{5}}{8} - \frac{35 x*{3}}{4} + \frac{15 x}{8}

P_6(x) = \frac{231 x*{6}}{16} - \frac{315 x*{4}}{16} + \frac{1e5 x*{2}}{16} - \fra
c{5}{16}

P_7(x) = \frac{429 x*{7}}{16} - \frac{693 x*{5}}{16} + \frac{315 x*{3}}{16} - \fra
c{35 x}{16}

P_8(x) = \frac{6435 x~{8}}{128} - \frac{3003 x~{6}}{32} + \frac{3465 x~{4}}{64} -
\frac{315 x*{2}}{32} + \frac{35}{128}

P_9(x) = \frac{12155 x~{9}}{128} - \frac{6435 x*{7}}{32} + \frac{9009 x~{5}}{64} -
\frac{1155 x*{3}}{32} + \frac{315 x}{128}

P_10(x) = \frac{46189 x~{10}}{256} - \frac{109395 x~{8}}{256} + \frac{45045 x*{6}}
{128} - \frac{15015 x"{4}}{128} + \frac{3465 x"{2}}{256} - \frac{63}{256}

from mpmath import *
mp.dps = 15; mp.pretty = True

# Legendre polynomials P_n(x) on [-1,1] for n=0,1,2,3,4

f0 = lambda x: legendre(9,x)
f1 = lambda x: legendre(1,x)
f2 = lambda x: legendre(2,x)
f3 = lambda x: legendre(3,x)
f4 = lambda x: legendre(4,x)

plot([fe,f1,f2,f3,f4],[-1,1])
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Um grafico um pouco melhor com legendas.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from scipy.special import legendre

# Definindo as fung¢oes
f0 = lambda x: legendre(9)(x)
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f1 = lambda x: legendre(1)(x)
f2 = lambda x: legendre(2)(x)
f3 = lambda x: legendre(3)(x)
f4 = lambda x: legendre(4)(x)

# Gerando o grdfico
x_values = np.linspace(-1, 1, 1000)

plt.plot(x_values, fo@(x_values), label="PO(x)")
plt.plot(x_values, f1(x_values), label="P1(x)")
plt.plot(x_values, f2(x_values), label="P2(x)")
plt.plot(x_values, f3(x_values), label="P3(x)")
plt.plot(x_values, f4(x_values), label="P4(x)")

# Adicionando legendas
plt.legend()

# Exibindo o grdfico

plt.xlabel('x")

plt.ylabel('Pn(x)")

plt.title('Polindémios de Legendre P_n(x) on [-1,1] for n=0,1,2,3,4")
plt.grid(True)

plt.show()

Polindmios de Legendre P_n(x) on [-1,1] for n=0,1,2,3,4

1.00 A

0.75

0.50 A

0.25

0.00 1

Pnix)

=0.25

—0.50 A

—0.75 A

—1.00 ~

T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x

Alguns polindmios de Legendre (ndo normalizados).
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Grau | Polindmios de Legendre
0 1
1 T
2 |322/2 —1/2
3 5x3/2 — 3z /2
35 15
4 < xt— 222 4 3/8
63 35
5 ? $5 — 3 +
W o w5 4, 105 5 3
6 6 L 16 6 L 16
20 s 35 3
7 16 £ + 6 16 £
6435 g 3003 3003 6 3465 4_& 9, 35
8 128 + 1 + 128
12155 o 6435 o7 9009 25 1155 315
9 128 + 61 i 128 T
46189 10 109395 8 45045 6_ 15015 4 , 3465 2 63
10 256 256 128 T 128 T 256 £ T 256

Vamos testar a ortogonalidade de alguns polindmios de Legendre.

#precisamos de mpmath
from mpmath import *
mp.dps = 15; mp.pretty = True

for j in range(11):
for k in range(11):
R = chop(quad(lambda x:
print(j,k, R)
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2. Polinémios de Tchebycheff

Uma forma alternativa para construir os polinémios de Tchebyscheff é dada por, paran > 1
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Tonii1(z) = 22T, () — Th-1(z),

onde Ty(z) = 1, Ty (z) = z.

Veja o codigo abaixo que gera os primeiros polindmios.

from sympy import symbols, Eq, solve
from sympy import symbols, expand

# Simbolos
X, n = symbols('x n")

# Condicdes 1iniciais
T=4{0:1, 1: x}

# Relagdo recursiva para T_{n+1}(x)
for i in range(2, 6): # Altere o valor de 6 conforme necessdrio para obter mais te
T[i] = expand(2 * x * T[i - 1] - T[i - 2])

# Exibir os polinbémios de Chebyshev até o termo desejado
for i in range(6): # Altere o valor de 6 conforme necessdrio para obter mais termc

print(f'T_{i}(x) = {T[i]}")

To(x) =1

T 1(x) = x

T 2(x) = 2*x**2 - 1

T_3(x) = 4*x**3 - 3*x

T _4(x) = 8*x**4 - 8¥x**2 + 1
T_5(x) = 16*x**5 - 20*x**3 4+ 5%x

from mpmath import *
mp.dps = 15; mp.pretty = True

# Chebyshev polynomials T_n(x) on [-1,1] for n=0,1,2,3,4

f0 = lambda x: chebyt(0,x)
f1 = lambda x: chebyt(1,x)
f2 = lambda x: chebyt(2,x)
3 = lambda x: chebyt(3,x)
f4 = lambda x: chebyt(4,x)

f5 = lambda x: chebyt(5,x)
plot([fe,f1,f2,f3,f4,f5],[-1,1])
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Veja alguns dos polindmios ortogonais de Tchebycheff.

Grau | Polindmios de Tchebyceff
0 |1
1 T
2 |2z22-1
3 43 — 32
4 8zt —8x2+1
5 162° —20z3 + 5z
6 3226 — 4824 + 1822 — 1
7 6427 — 11225 +562% — T
8 | 1282% — 25625 +1602* — 3222 +1
9 |2562° — 57627 +4322° —1202° + 9z
10 | 51220 — 12802 + 1120 2% — 400 2* + 5022 — 1

Verificando a ortogonalidade entre alguns polindmios de Tchebycheff.

for j in range(11):
for k in range(11):
R = chop(quad(lambda x: chebyt(j,x)*chebyt(k,x)/sqrt(1-x**2), [-1, 1]))
print(j,k, R)
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Gréfico dos polindbmios de Tchebyvheff um pouco melhor com as legendas.

from scipy.special import chebyt
import matplotlib.pyplot as plt
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import numpy as np
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# Criando os polinémios de Chebyshev

TO
T1
T2
T3
T4
T5

chebyt(0)
chebyt (1)
chebyt(2)
chebyt(3)
chebyt(4)
chebyt(5)

# Gerando valores de x
np.linspace(-1, 1, 400)

X =

polinomiosortogo

# Calculando os valores dos polinémios nos pontos de x

yo
yl
y2
y3
v4
y5

TO(x)
T1(x)
T2(x)
T3(x)
T4(x)
T5(x)

# Plotando os resultados

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

figure(figsize=(10, 6))

plot(x, ye,
plot(x, yi,
plot(x, y2,
plot(x, y3,
plot(x, y4,
plot(x, y5,

label=
label=
label=
label=
label=
label=

# Adicionando legendas
plt.legend()

# Exibindo o grdfico

plt.title("Polindémios de Chebyshev de Grau @ a 5")

plt.xlabel("x")
plt.ylabel("T_n(x)")
plt.grid(True)
plt.show()
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3. Polinomios de Hermite

Os polinbmios de Hermite podem ser gerados por meio de férmulas de recorréncia. Os
polindmios de Hermite sdo solu¢des da equacgao diferencial conhecida como a equacgado
diferencial de Hermite, que esta relacionada a funcdo geradora de Hermite. Esses
polinémios s&o denotados por H,,(z), onde n é um nimero inteiro ndo negativo.

A férmula de recorréncia para os polindbmios de Hermite pode ser expressa da seguinte
forma:

H, (z) =2z -H,(z) —2n-H,_{(x)

com condicBes iniciais:

H(z) = 2.

Essa formula de recorréncia permite calcular os polindmios de Hermite de ordem superior
n + 1 com base nos polindmios de ordens inferiores n e n — 1. Isso proporciona uma
abordagem eficiente para gerar esses polindmios de forma recursiva.

Se estiver trabalhando em um programa ou implementacdo computacional, vocé pode usar
essa formula para gerar os polindmios de Hermite de maneira iterativa, aproveitando os
valores ja calculados para ordens inferiores.

from sympy import symbols, expand

# Simbolos
X, n = symbols('x n")

# Condicoes iniciails
H={0: 1, 1: 2 * x}

# Relagdo recursiva para H_{n+1}(x)
for i in range(2, 11): # Altere o valor de 6 conforme necessdrio para obter mais 1
H[i] = expand(2 * x * H[i - 1] - 2 * (i - 1) * H[i - 2])

# Exibir os polinbémios de Hermite até o termo desejado
for i in range(1l): # Altere o valor de 11 conforme necessdrio para obter mais ter

print(f'H_{i}(x) = {H[i]}")

H o(x) =1

H_1(x) = 2*x

H 2(x) = 4*x**2 - 2

H_3(x) = 8*x**3 - 12%*x

H_4(x) = 16*x**4 - 48*x**2 + 12

H_5(x) = 32*x**5 - 160*x**3 + 120*x

H_6(x) = 64%x**6 - 480*x**4 + 720*x**2 - 120

H 7(x) = 128*x**7 - 1344*x**5 + 3360*x**3 - 1680*x

H_8(X) = 256%x**8 - 3584%x**6 + 13440*x**4 - 13440*x**2 + 1680
H_9(x) = 512*x**9 - 9216*x**7 + 48384*x**5 - 80640*x**3 + 30240%*X
H_10(x) = 1024*x**10 - 23040*x**8 + 161280*x**6 - 403200*x**4 + 302400*x**2 - 3024
0

Alguns polindmios de Hermite
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Grau | PolinOmios de Hermite

0 |1

1 2x

2 | 422-2

3 |8z —12x

4 | 16z* —482% + 12

5 |322°—160z%+ 1202

6 | 642°— 4801+ 72022 — 120

7 | $128 27 — 1344 25 + 3360 23 — 1680 =

8 | 25628 — 3584 6 + 13440 z* — 13440 22 + 1680

9 | 5122° — 921627 + 48384 z° — 80640 > + 30240 =

10 | 1024 2'° — 23040 2® + 161280 2° — 403200 z* + 302400 =% — 30240
Graficos

# Hermite polynomials H_n(x) on the real Lline for n=0,1,2,3,4

f0 = lambda x: hermite(0,x)
f1 = lambda x: hermite(1,x)
f2 = lambda x: hermite(2,x)
f3 = lambda x: hermite(3,x)
f4 = lambda x: hermite(4,x)
plot([fe,f1,f2,f3,f4],[-2,2],[-25,25])
20
10 -
2 0
_lﬂ -
_2':] -
T T T T T T T
=2.0 —=1.5 -1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
X
Ortogonanlidade

for j in range(5):
for k in range(5):
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R = chop(quad(lambda x: hermite(j,x)*hermite(k,x)*exp(-x**2), [-inf,inf]))
print(j,k, R)

0 0 1.77245385090552
010.0

02 0.0

0 3 0.0

0 4 0.0

10 0.0

1 1 3.54490770181103
120.0

13 0.0

140.0

2 0 0.0

210.0

2 2 14.1796308072441
2 3 0.0

2 4 0.0

300.0

3160.0

320.0

3 3 85.0777848434648
340.0

4 0 0.0

41 0.0

4 2 0.0

4 3 0.0

4 4

680.622278747718

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from scipy.special import hermite

# Criando os polinémios de Hermite
p_monic® = hermite(@, monic=True)
p_monicl = hermite(1, monic=True)
p_monic2 = hermite(2, monic=True)
p_monic3 = hermite(3, monic=True)
p_monic4 = hermite(4, monic=True)

# Gerando valores de x
X = np.linspace(-3, 3, 400)

# Calculando os valores dos polinémios nos pontos de x
yo@ = p_monic@(x)

yl = p_monicl(x)
y2 = p_monic2(x)
y3 = p_monic3(x)
y4 = p_monic4(x)

# Plotando os resultados
plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(x, yo, label="H 0(x)")
plt.plot(x, yl, label="H_ 1(x)")
plt.plot(x, y2, label="H 2(x)")
plt.plot(x, y3, label="H 3(x)")
plt.plot(x, y4, label="H 4(x)")

# Adicionando legendas
plt.legend()

# Exibindo o grdfico
plt.title("Polinémios de Hermite Monic de Grau @ a 4")

plt.xlabel("x")
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plt.ylabel("H_n(x)")
plt.grid(True)
plt.show()

Polinémios de Hermite Monic de Grau 0 a 4

50 ~

40

30 1

20 1

H_n(x)

10 4

_10 -

_20 -

4. Polinbmios de Laguerre

Em matematica, os polindbmios de Laguerre, nomeados em homenagem a Edmond Laguerre

(1834-1886), sdo solucbes nao triviais da equacado diferencial de Laguerre:
zy" +(1—2z2)y' +ny=0, y=y=)

gue é uma equacao diferencial linear de segunda ordem. Essa equagdo tem solugdes nao
singulares apenas se n for um nimero inteiro ndo negativo.

As vezes, o nome "polinémios de Laguerre" é usado para solucdes de:
zy' +(a+1—-2)y +ny=0

onde nainda é um nUmero inteiro ndo negativo. Entéo, eles também sdo chamados de
"polindmios de Laguerre generalizados”, como sera feito aqui (alternativamente, polindmios
de Laguerre associados ou, raramente, polindmios de Sonine, em homenagem ao seu

inventor Nikolay Yakovlevich Sonin).

De forma mais geral, uma fun¢édo de Laguerre é uma solugdo quando n nédo é

necessariamente um ndmero inteiro ndo negativo.

Os polinbmios de Laguerre também sao usados para a quadratura de Gauss-Laguerre para
calcular numericamente integrais da forma:

/000 f(x)e ™ dx
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Esses polindmios, geralmente denotados por Ly, L1, . . ., sdo uma sequéncia polinomial que
pode ser definida pela formula de Rodrigues:

Ly(z) = e d — (e "z") = L (% — 1) z".

n! dz

Eles sdo polindmios ortogonais em relacdo a um produto interno:

- [ r@ta)e " as

Os polindmios de Laguerre surgem na mecanica quantica, na parte radial da solucdo da
equacdo de Schrodinger para um dtomo de um elétron. Eles também descrevem as fungdes
estaticas de Wigner de sistemas osciladores em mecanica quantica no espaco de fase. Eles
entram ainda na mecanica quantica do potencial Morse e do oscilador harménico isotrépico
3D.

# Laguerre polynomials L_n(x) on the real line for n=0,1,2,3,4
f0 = lambda x: laguerre(9,0,x)

f1 = lambda x: laguerre(1,0,x)
f2 = lambda x: laguerre(2,0,x)
f3 = lambda x: laguerre(3,0,x)

f4 = lambda x: laguerre(4,0,x)
plot([fe,f1,f2,f3,f4],[0,10],[-10,10])

10.0
T
7.5 1
5.0 ~

2.5 7

0.0 1

f{x)

_2.5 -

_E.D -

_?5 .

-10.0
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Grau | Polindmios de Laguerre
0 1
1 11—z
2 |1-2z+1/22?
3 |1-3z+3/222-1/62°
4 |1—-4x+3z2>-2/32%+1/242"
5 1—5$+5$2—5/3$3+%$4—$$5
6 |1-6z+15/22%—10/32%+5/82% —1/202° + - «°
2 3 3,3 4 7 5 7.6 17
7 1-7Tz+21)22° - F = T T T T T s
2 28 3 .3 4 T 5 7.6 17 1 .8
8 |1-8z+Ma’ -~ F 2+ 52" —52°+ 552 — 552 + 50
2 3,21 4 21 5 7 .6 17 1 .8 1 9
9 |1-92+182" — 2"+ T 2" - FH 2+ G2 — 12 + 5T — e L
45 9 3 35 4 21 .5 7 6 7 1 8 1 9
10 |1-10z+ Fa?-202° + 22t — ma® + ;2% —1/422" + 5 2® — g5 2°

Teste a ortogonalidade de alguns polinémios de Laguerre.

from mpmath import *

Lj = lambda x: laguerre(j,0,Xx)

Lk = lambda x: laguerre(k,9,x)

J =5

k =4

#calculando o produto interno

chop(quad(lambda x: exp(-x)*Lj(x)*Lk(x), [0,inf]))

0.0

Graficos

from scipy.special import laguerre
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# Criando os polinémios de Laguerre
LO = laguerre(Q)

L1 = laguerre(l)
L2 = laguerre(2)
L3 = laguerre(3)
L4 = laguerre(4)

# Gerando valores de x
X = np.linspace(0, 5, 400)

# Calculando os valores dos polinémios nos pontos de x

yo = LO(x)
yl = L1(x)
y2 = L2(x)
y3 = L3(x)
y4 = L4(x)

# Plotando os resultados
plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(x, yo, label="L _0(x)")
plt.plot(x, yl1, label="L_1(x)")
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plt.plot(x, y2, label="L 2(x)")
plt.plot(x, y3, label="L 3(x)")
plt.plot(x, y4, label="L 4(x)")

# Adicionando lLegendas
plt.legend()

# Exibindo o grdfico

plt.title("Polindémios de Laguerre de Grau © a 4")
plt.xlabel("x")

plt.ylabel("L_n(x)")

plt.grid(True)
plt.show()
Polindmios de Laguerre de Grau 0 a 4
— L O(x)
317 L1
— L 2(x)
— L 3(x)
2 4 —— L4(x)
l 4
x 04
c
_II
-1 4
i
_3 p
_4 p
0 1 2 3 4 5

import numpy as np
from scipy.special import genlaguerre
from scipy.special import laguerre

import matplotlib.pyplot as plt
X = np.arange(-1.0, 5.0, 0.01)
fig, ax = plt.subplots()
ax.set_ylim(-5.0, 5.9)
ax.set_title(r'Laguerre polynomials $L n$')
for n in np.arange(@, 6):
ax.plot(x, laguerre(n)(x), label=rf'$L {n}$")
plt.legend(loc="best")
plt.grid(True)
plt.show()
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Laguerre polynomials L,

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from scipy.special import laguerre

from sympy import symbols, laguerre as sym_laguerre, latex

# Simbolo simbdélico
x_sym = symbols('x")

# Gerando valores de x
x_values = np.arange(-1.9, 5.9, 0.01)

fig, ax = plt.subplots()
ax.set_ylim(-5.0, 5.0)
ax.set_title(r'Laguerre polynomials $L_n$')

for n in np.arange(9, 5):
laguerre_expr = sym_laguerre(n, x_sym)
laguerre_lambda = lambda x: laguerre(n)(x)

ax.plot(x_values, laguerre_lambda(x_values), label=rf'$L_{n}$")

# Convertendo a expressdo simbolica para LaTeX
laguerre_latex = latex(laguerre_expr)
print(f'L_{n}(x) = {laguerre_latex}')

plt.legend(loc="best")
plt.grid(True)
plt.show()

L_0(x)
L_1(x)
L_2(x)
L_3(x)
L_4(x)

1

1-x

\frac{x*{2}}{2} - 2 x + 1

- \frac{x*{3}}{6} + \frac{3 x*{2}}{2} - 3 x +1
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Laguerre polynomials L,

5. Aplicacao

1.Propriedade: Se po(z), p1(z), . - ., pn(x) sdo polinémios ortogonais segundo o produto

interno

(fra) = / w(z) f(z)g(x)d,

onde w(z) > 0 e w(x) #Z 0 em cada subintervalo de [a, b] é continua em [a, b], entdo p,(x)
possui n raizes reais distintas pertencentes ao intervalo (a, b). Além disso, p, () e pp+1(z)
possuem raizes entrelagadas.

1. Integragdo numérica

Os métodos de integracdo numérica baseados nas formulas de Newton-Cotes considera
pontos fixos igualmente espacados. Gauss observou que a precisdo poderia ser melhorada
se as abscissas e 0s pesos nao tiverem restricao.

Assim,
b n
JRCZED P
a i=0
onde agora 0s pesos wg, W1, - - - , Wy € 0S NOS Tg, X1, - - - , Ly SA0 determinados para obter a

melhor precisdo possivel, isto é, devera ser exata para polinémios de grau até 2n + 1.

As formulas de quadratura de Gauss sdo baseadas no seguinte Teorema, que é a
propriedade mais importante dos polindmios ortogonais.
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TEOREMA: Sejam po(z), p1(x), p2(), . .., pn(Z), Pnt1(x) . . . polindmios néo nulos e
ortogonais, segundo o produto interno

b
1,9 = [ w(@f(@)gla)de
onde w(z) > 0 e w(z) # 0 em cada subintervalo de [a, b] é continua em [a, b]. Sejam

X0, T1, T2, - . . , Ty, as raizes de pp11(z). Se f(x) é um polindbmio de grau menor do que ou
igual a 2n + 1, entdo

b n
[ e f@de = wfta),
a k=0

onde

b
wk:/ w(z)Ly(x)dz

com P,(z) = > _, f(zx)Li(z) é o polinémio interpolador de Lagrange que interpola f
nos pontos z, k= 0,1,...,n.

Aproximacoes para 7.

#pi- varias aproximacoes

from mpmath import *

mp.dps = 100; mp.pretty = True

print(mp.quad(lambda x: mp.exp(-x**2), [-mp.inf, mp.inf]) ** 2)

3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494459230781640628620899
8628034825342117068
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