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Prof. Doherty Andrade

Resumo

Este material apresenta a técnica de integracao por substituicao trigonométrica, uti-
lizada para resolver integrais que envolvem expressoes quadraticas da forma va? — b%z2,
VaZ +b222 e Vb222 — a?. Sdo apresentados exemplos detalhados, uma aplicacio
pratica, tabelas de consulta, dicas para evitar erros comuns e uma comparagao com
outros métodos de integragao para facilitar o aprendizado.

I. Introducao

Integrar é uma técnica, assim como derivar. Existem muitas técnicas de integracao: inte-
gracao por substituicao, integracao por partes, integracao por fracoes parciais, integracao
por substituicao trigonométrica. Todas bem simples, é s6 pegar o jeito.

Continuando, veremos a integracao por substituicao trigonométrica. Usada
quando o integrando contém uma das seguintes formas:

Va2 —b222, Va2 + 222 e Vb2 — a2
Vejamos alguns exemplos:

(a) / va? —b2x?dx  faga a substituigdo x = % sin u

(b) / va? + b2x?dx  faga a substituicio z = %tanu

(c) / Vb2r?2 —a?dx  faga a substituigao x = % sec u

Fazendo essas substitui¢oes obteremos integrais na variavel u. A expressao da integral
na variavel original x pode ser obtida por meio do auxilio de um triangulo retangulo.

II. Aplicacao Classica: Altura de um Poste

Antes de mergulharmos na integracao, vamos revisar uma aplicacao classica da trigono-
metria que ilustra o poder das razoes trigonométricas.

Problema: Um poste vertical projeta uma sombra de 8 metros sobre o solo horizontal.
O angulo de elevagao do Sol é de 60°. Qual é a altura do poste?

Passo 1: Identificar as informacoes e desenhar o problema.



Topo do poste

h -~
\Raio solar
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o Yo°
Base 8 m Fim da sombra

Passo 2: Identificar a razao trigonométrica adequada.
Temos: - Lado oposto ao angulo de 60°: altura do poste h (desconhecida) - Lado
adjacente ao angulo de 60°: sombra = 8 m (conhecida)
A razao que relaciona oposto e adjacente é a tangente:
. oposto h
tan(60°) = —— = —
n(60%) adjacente 8
Passo 3: Resolver para h.
Sabemos que tan(60°) = /3, portanto:

h
\/§:§ - h:8\/§

Passo 4: Calcular o valor numeérico.
Usando v/3 ~ 1, 732:
h~8x1,732~ 13,86 m

Resposta: A altura do poste é h = 8/3 ~ 13,86 metros.

Observagao: Este problema ilustra como as fung¢oes trigonométricas permitem resolver
problemas praticos de medi¢ao indireta. Na integragao por substitui¢ao trigonométrica,
usaremos essas mesmas fungoes de forma inversa para resolver integrais complexas.

ITI. Exemplo basico de integracao

Calcule a integral / V1 — 22 dx fazendo a substitui¢ao x = sin u.

Sabemos que dr = cosu du. Substituindo na integral:

/\/1—x2d:p:/\/l—sinzucosudu

= /C082 udu

/1+cos (2u)

= du
U
2

sm(2u)
4

2



Ou seja, utilizando a identidade de arco duplo sin(2u) = 2 sinu cos u:

/\/1—7x2da¢ _ g n ZSinzcosu _ g n sinuzcosu

Voltando a variavel original:
Faca um triangulo indicando a substituicao trigonométrica realizada:

i N
V-

Figura: Triangulo para a substituicao z = sinu

Do triangulo vemos que cosu = v/1 — 22 e, como x = sinu, temos u = arcsin x. Assim

temos:
1 1
/\/1 —22dx = §arcsinx+ 595\/1 —224+C

d
Calcule / T fazendo a substituicao r = 2 tanu.
4+ 22

Passo 1: Derivando a substituicao:
dr = 2sec® udu

Passo 2: Substituindo na integral:
/ dx _/ 2sec? udu
4422 ) 4+ (2tanu)?
B / 2sec? udu
] 4+ 4tan?u
_ / 2sec? u du
) 4(1 4 tan®u)
Passo 3: Usando a identidade 1 + tan? u = sec? u:

2sec® u du 1 u
ssecudu [ g~ Yo
/4sec2u /2 “ 2+

Passo 4: Voltando a varidvel original. Como x = 2tanu, temos u = arctan (%)

Portanto:
dx 1 T
/4+x2 = §arctan (§> +C




Calcule | V2? — 4dx fazendo a substituigao xr = 2secu.

Passo 1: Derivando a substituicao:
dr = 2secutanudu

Passo 2: Simplificando a raiz:

Va2 —4 = Visec?u — 4 = \/4(sec2u — 1) = 2Vtan? u = 2tanu

Passo 3: Substituindo na integral:

/\/Fdx = /(2tanu)(2 secu tanu) du

secutan® u du

4/secu sec?u — 1) du
—4/(sec3u—secu)du

Passo 4: Usando as integrais conhecidas [ secudu = In|secu+tanu| e [sec® udu =
(secutanu + In|secu + tan ul):

1
4/(sec3u—secu) du =4 {ﬁ(secutanu+ln|secu+tanu|) —In|secu + tanu|| + C
= 2secutanu — 21In|secu + tanu| + C

Passo 5: Voltando a variavel original pelo triangulo:

2 —4

{ ]
2

Figura: Triangulo para x = 2secu

. x x?—4 .
Do triangulo: secu = 5 € tanu = — Substituindo:

ViZ—1
/\/:E2—4d:)3:§\/:£2—4—21n H+‘+C




Calcule [ z?v/1 — 22dx fazendo a substitui¢io = = sin w.
Passo 1: Derivando a substituicao:

dx = cosu du

Passo 2: Substituindo na integral:

/xQ\/l—Ide:/sin2u-008u~cosudu

= / sin® u cos® u du

Passo 3: Usando a identidade sinu cosu = £ sin(2u):

1 1— 4
/SiHQUCOSQUdu:/Sln :1/ cos(4u) du

Passo 4: Integrando:
1 1 in(4
3 /(1 — cos(4u)) du = 3 (u - smi u)) +C

Passo 5: Simplificando sin(4u) = 2sin(2u) cos(2u) = 4 sinu cos u(1 — 2sin® u):

/ﬁﬂdm _ g B sinucosu(;— 2 sin” ) LC

Passo 6: Voltando a variavel original. Do triangulo anterior: sinu = x, cosu =

V1 — 122 e u = arcsin z:
1
/:c2\/1 —22dx = 3 arcsin x —

(1 — 2?)V/1 — 22

1 +C

Calcule / V9 — 4x2dx.
Solucgao: Escrevemos na forma va? — b?z2 coma =3 e b = 2.
3

3
Fazemos z = —sinu = dz = 5 cos u du.
Substituindo:

9 3
/v9—4x2dm=/\/9—4<zsin2u) -icosudu
5 3
= [ V9 —9sin u-icosudu
3
:/BCosu-§cosudu

9
= §/COSZUCZU

9 (u  sin(2u)
—§(§+T)+C



Voltando a variavel original:

9 2
/\/9—4x2dx = Zarcsen (g) +g\/9—4m2+0

dx
Calcule / _—
V9 + 22
Solucgao: Escrevemos na forma va? + b?z? coma=3 e b= 1.
Fazemos = = 3tanu = dx = 3sec? u du.

Substituindo:

/ dx / 3sec? u du / 3sec? u du /
— = = [ secudu
V9 + 22 V9 +9tan?u 3secu

= In|secu + tanu| + C

VIt

Voltando a variavel original: com tanwu = 3 e secu = 3

VI+a2 =z VI+azi+uo
3

| — C
n 3 + 3 +

dv O]
NoEr=aa Tesn

O comprimento de um arco de curva y = f(x) entre z = a e x = b é dado por:

L:/ I+ [P @) da

Exemplo: Calcule o comprimento da curva y = sinh '(z) dex =0 a z = 1.

Temos f'(x) = ——, entao:

Jite

1 1 1\/24—7172
L = 1 dr = d
/0 V +1+x2 v /0 1+ 22 o

Esta integral pode ser resolvida com substituicao trigonométrica...

V. Tabela de Integrais Notaveis

Durante o processo de integragao por substituicao trigonométrica, frequentemente encon-
tramos integrais que nao sao imediatas. A tabela abaixo contém as integrais mais comuns
que aparecem nesses célculos. Tenha esta tabela sempre a mao!



Integral Resultado

/sinudu —cosu+ C

/cosudu sinu + C

/tanudu —In|cosu| +C =In|secu| + C

/Cotudu In|sinu| +C

/secudu In|secu + tanu| + C

/Cscudu —1In|escu+ cotu| + C =In|escu — cotu| + C

/secQUdu tanu + C

/CSCQUCZU —cotu+C
/secutanudu secu + C'
/cscucotudu —cscu + C

/tan2udu tanu —u+ C

/cot2udu —cotu—u+C

/sec3udu %(secutanu+ln|secu—|—tanu\)+C

/sinQUdu g — sinfu) +C

/Cos2udu g—l— sinfu) +C

Dica: As integrais de sec®u e csc® u sdo obtidas por integracao por partes e aparecem
frequentemente em problemas de substituicao trigonométrica. Memorize-as!



VI. Algumas observagoes (relembrando as fungoes trigo-
nométricas)

1. Definicoes

Funcao | Definicao | Funcao | Definicao
sin x COS & 1
tanx cotx - =
COS T Sin & tan x
1 1
secx cscx -
COS & sinx

2. Identidades trigonométricas

Identidade Expressao

Pitagorica fundamental | sin®z + cos?z =1

Tangente e secante tan?z + 1 = sec® x

Cotangente e cossecante | cot?z 4+ 1 = csc? x

3. Soma de arcos

Funcgao Foérmula

Seno sin(z £ y) = sinx cosy £ coszsiny

Cosseno | cos(x £ y) = cosxcosy F sinxsiny

tanz £ tany

Tangente tan(z £ y) = 1 Ftanxtany

4. Arco duplo

cos(2r) =1 — 2sin’z

5. Arco metade

1 — cos(2x) cos? 1 — 1 + cos(2x)

.2
sin®z =
2 ’ 2



6. Derivadas das funcoes trigonométricas

Funcao | Derivada | Funcao | Derivada
Ccll_f (sinz) COS T o (cosx) —sinx
% (tanz) sec? x % (cotz) | —cscx
o (secx) | secxtanx e (cscx) | —cscaxcotx

7. Tabela de conversao

No célculo de integrais por substituicao trigonométrica, apds integrar na variavel u, pre-
cisamos voltar a variavel original x. Para isso, usamos um triangulo retangulo. Porém,
existe uma maneira mais rapida: a tabela de conversao.

A tabela abaixo responde & seguinte pergunta:

Dadas duas fungoes trigonométricas ¢ e 1, qual € o valor de

parcy(x))?

Como usar a tabela:

1. Localize a linha da func¢ao que vocé quer calcular (¢).
2. Localize a coluna da fungao inversa que vocé tem (1)).

3. Leia o valor na intersecao.

Exemplo: Calcular cot(arccsce(z)).

1. ¢ = cot (fungao que queremos) — linha da Cotangente
2. ¢ = csc (fungao inversa que temos) — coluna da Cossecante

2 —1

3. Na intersecao: cot(arccsc(z))

Verificagao com triangulo retangulo:

Se cscu = x, entao sinu = —. No tridngulo:
x

[0 [ ]

x?2—1
Triangulo para cscu = x



adjacente _ vz —1 N

Do triangulo: cotu = x? — 1. Portanto, cot(arccsc(z)) =
oposto 1
Va2 —1. v
Tabela de Conversao Completa:
o\ Y Seno | Cosseno | Tangente | Cossecante | Secante | Cotangente
V1—2a2 z 1 Var-1 1
Seno x l1—x T — NiEe
V1 — 12 1 Va?-1 1 &
Cosseno 1—=z x NiE — - T
z 1—a2 1 2 _ 1
Tangente — - x =1 r*—1 P
1 1 1+a? x P
Cossecante m —— - 77 —— 14+ =z
1 1 2 T 1+x2
Secante —— m Vit —— x "
1—a2 z 1 2 _ 1
Cotangente — — m 7wt =1 ] 77

Exemplos praticos de uso da tabela:

1. sin(arccos(z))

v/1 — 2?2 (linha Seno, coluna Cosseno)

2. tan(arcsec(z)) = va? — 1 (linha Tangente, coluna Secante)

3. sec(arctan(z))

V1 + 22 (linha Secante, coluna Tangente)

Observagao: A tabela é especialmente util quando vocé precisa fazer varias substitu-
igoes trigonométricas em uma mesma integral, pois evita ter que desenhar um triangulo

a cada passo.

8. Resumo: Casos de Substituicao

Forma no integrando

Substituicao

Identidade usada

JE—PR

a .
xr = —sinu
b

2 2

1 —sin“u = cos“u

a
r = —tanu

14 tan?u = sec? u

b
2.2 D) a 2 2
Vb2 —a xzzsecu sec’u — 1 = tan®u

Calcule as integrais e utilize a tabela (ou tridngulo retdngulo) para exprimir a integral na

variavel z.

10




(a) / Vva? —b2x?dx  substituicao x = %sinu
(b) / va? + b2x?dx  substituigdo x = %tanu
(c) /\/ b2x? — a?>dxr  substituigdo z = %secu
(d) / de bstituic 2t

——  subs ao r = 2ta

T2 Substituicdo x nu

(e) /\/ 22 —4dx  substituicio z = 2secu

VIII. Dicas e Erros Comuns

e Erro: Esquecer de voltar a variavel original apos integrar.

Dica: Sempre desenhe o triangulo retangulo ou use a tabela de conversao
antes de finalizar.

e Erro: Confundir os casos de substituicao.

Dica: Memorize:

a .
— Va? —b*x? - = —sinu
b
2 12,2 a
— Va? + b’z —>x:gtanu
7.2 2 a
— Vb%x? —a? - xr = —secu
b
e Erro: Nao simplificar a raiz corretamente.
Dica: Lembre-se das identidades:
1 —sin?u=cos’u, 14 tan?u=sec?u, sec?u—1=tan’u
e Erro: Esquecer a constante de integracao C.
Dica: Todas as integrais indefinidas devem terminar com +C'.
e Erro: Escolher a substituicao errada para o tipo de raiz.

Dica: Consulte a tabela de substitui¢coes na Secao VI.8.
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IX. Quando usar substituicao trigonométrica vs. outros

métodos
Forma do integrando Método recomendado
Va2 — b2z2 com z no radical Substituicao trigonométrica
Va? + b2 Substituicao trigonométrica
V222 — a2 Substituicao trigonométrica
ggg (fragdes) Fragoes parciais
f(z)d (x) Integragao por partes
flg(z))d'(x) Substitui¢ao simples (u = g(x))
e sin(bx) ou ™ cos(bx) Integragao por partes (duas vezes)
ﬁ Substituicao trigonométrica ou féormula direta

Observagao: Em alguns casos, mais de um método pode ser aplicado. A escolha depende
da familiaridade e da complexidade da integral.

X. Glossario

Substituicao trigonométrica Técnica de integracao onde substituimos a variavel x por
uma funcao trigonométrica para simplificar expressoes com raizes quadraticas.

Identidade pitagérica sin?x + cos? z = 1, base para as substituicoes trigonométricas.

Triangulo retangulo Ferramenta geométrica usada para voltar da variavel u para a
variavel original x.

Arco seno, arco tangente, etc. Funcoes trigonométricas inversas, denotadas por arcsin x,
arctan x, arcsec x, etc.

Integral indefinida Integral que nao possui limites de integracao, resultando em uma
familia de fungoes diferenciadas por uma constante C.

Integracao por partes Técnica baseada na regra do produto para derivadas, usada
quando o integrando é um produto de funcgoes.

Fragoes parciais Técnica usada para integrar fungdes racionais (quociente de polino-
mios).
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