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1 Introducao

Estamos ainda interessados em resolver equagdes nao lineares f(x) = 0, mas agora sob outro
enfoque. Dizemos que ¢ é um ponto fixo para f se f(c¢) = c¢. Podemos sempre transformar
o problema f(x) = 0 em um problema de determinar um ponto fixo. De fato, se f(x) = 0,
entdo x + f(x) = x e assim, tomando ¢(x) = x + f(x), ficamos com o problema de ponto
fixo ¢(x) = x. Por outro lado, se temos ¢(x) = x, entdo ¢(x) —x = 0. Logo, tomando
f(x) = ¢(x) — x ficamos com o problema f(x) = 0. Portanto, os problema determinar raiz e
determinar ponto fixo sdo equivalentes.

Iterar é uma palavra de origem grega que significa repetir. Os métodos iterativos sdo méto-
dos baseados na repeticdo de um procedimento.

2 Meétodos iterativos estaciondrios

Um método iterativo estaciondrio de passo s > 1 é um método que gera uma sequéncia (x;)
dada por

Xpn+1 = ¢(xnfs+lr Xn—s42s++ xn)-

Note que métodos iterativos de passo s necessitam de s informagdes anteriores. Um método
estaciondrio de passo 1 é da forma

Xpi1 = ¢P(xn),n > 0.

Se ¢ muda a cada iteracdo, isto &,

Xn11 = Pni1 (xn—s+1/ Xp—g42/+ -y xn)

o método é dito ndo estacionario.

Os métodos iterativos geram uma sequéncia infinita (x;) que converge para a solugdo, assim
h& a necessidade de critérios de parada. Isto é, quando devemos interromper os célculos. Dada
um tolerancia ¢ > 0, os seguintes critérios sio comumente utilizados como critérios de parada:

Lof(x)| <&

2. X1 — x4 < &

3. | kg1 — x| <&
| kg1

4. o método pdara ap6s N iteragdes.
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3 O método do ponto fixo

O método das aproximacgdes sucessivas ou o método do ponto fixo gera uma sequéncia (x;)
utilizando a seguinte lei
Xn4+1 = (P<xn)zn >0, (1)

onde a aproximagcao inicial xg é deve ser fornecida para iniciar o procedimento.

Duas perguntas surgem no estudo dos métodos iterativos estaciondrios de passo 1, como é
o caso do método do ponto fixo:
(a) Quando a sequéncia (x,) converge?
(b) Se converge, com que velocidade?

O seguinte resultado responde a primeira pergunta.

Teorema 3.1 Seja ¢ : [a,b] — [a,b] continua com ¢’ continua em (a,b). Suponha que |¢'(x)| < M <
1 para algum M > 0 e todo x € (a,b). Entdo, para xo € [a, b] tem-se:

(a) x,11 = ¢(xy) pertence ao intervalo [a, b],¥n > 0.

(b) lim x,, = c, para algum c € [a,b)].

(c) ¢ é a uinica solugdo de x = ¢(x) em [a, b].
Demonstragdo: O item (a) é 6bvio. Para o item (b) notemos que se x,y € (a,b) entdo, pelo
teorema do valor médio existe ¢ entre x e y tal que
¢y) —¢x) _
=90,

Donde segue que
o) — @) = 19/ ()ly —x < My — x|,
e ¢ é uma contragao.

Agora mostraremos que x, é uma sequéncia de Cauchy e portanto convergente.
Primeiramente, notemos que

[Xp1 — Xn| = [P(xn) — P(x4—1)] < Mxy — x,1] < M2|XH,1 —xp2| < ..o < M xq — xo.

No caso geral,temos

[Xntk — Xn| = [Xnak — Xngko1 + k-1 — Xngk2 + Xnpk2 — - — Xn
< Xk = Xngk—1| + [ Xnk—1 — Xkl + 4 X1 — X
< MM ag —xo| + MPTF 2y — xo] 4+ - + My — o
Ml’l
< — Xp|-.
- 11— M|x1 x0|

Como M < 1 segue que M" — 0 e portanto |x,.; — x,| — 0 quando n — co. Assim, a
sequéncia é de Cauchy em IR, sendo convergente para algum c € [a, b].
Agora vamos provar que ¢ = lim x, é solugdo de x = ¢(x). De fato,

o= Jim xoe1 = Jim 9l = p(fim x0) = 9(0)
Assim, c é solugdo do problema de ponto fixo x = ¢(x).
Provar que c é a tinica solugdo é facil, pois se c e c; sdo solugdes, entdo
e =il = l¢(c) = pler)| < Mle — e,
como M < 1, seque que ¢ = ¢. U

Para responder a segunda pergunta vamos precisar da seguinte definigdo.
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Defini¢do 3.2 Dado uma sequéncia (x,) convergente para « seja E,, = x, — . Se existe um real p > 1
e c # 0 tais que

. |En+1| _
M, E.p ~ ©

dizemos que a ordem de convergéncia da sequéncia é p. Se p = 1 dizemos que a ordem de convergéncia é
linear, se p = 2 dizemos que a ordem de convergéncia da sequéncia é quadrdtica.

Dizemos que um método iterativo é de ordem p para a raiz « , se ele gera uma sequéncia que converge
para o com ordem de convergéncia p.

Teorema 3.3 Sob as hipéteses do Teorema 3.1, a ordem de convergéncia de x,, 11 = ¢(x,),n > 0, gerada
pelo método do ponto fixo, é p = 1.

Demonstrac¢ao: De fato, pelo teorema do valor médio, existe ¢, entre x,_; e c tais que

xp — ¢ = ¢(xn-1) — p(c) = ¢'(En) (xn-1 — ).

Assim,
|xn — C| Y
= 9@l
Fazendo n — oo, obtemos
: |xn B C| !

lim —— = .

ng{}o |xn71 — C| |gb (C)|
Isto responde a segunda pergunta. g

Note que ¢(x) = x tem solugdo quando os gré-
ficos de y = ¢(x) e y = x se cruzam.

e Exemplo 3.4

3

A equagdo x® — x — 5 = 0 pode ser reescrita como x = x> —5 = 0 ou x = (x + 5)% ou ainda

X = . A forma da equacdo a ser escolhida depende da raiz a ser localizada e se a fungdo

satisfxazz_és condi¢des do Teorema 3.1.

e Exemplo 3.5

A equagdo Inx — x + 2 = 0 pode ser reescrita como x = wg ou x = exp(x —2). A equagdo
=¢(x) =¢1(x)

Inx — x +2 = 0 possui solugao nos intervalos (0,1) e (3,4). Observe que |¢/(x)| = |1| < 1 em

(3,4) e [p1(x)| = ¢1(x) <1 em (0,1).

3.1 O algoritmo

Dado f(x) = 0 escreva como ¢(x) = x. Seja xp aproximagdo inicial, ¢ > 0 tolerancia. Faga:
1. Se |f(xp)| < € faca ¢ = x( e pare.

2. k=1.

3. x1 = ¢(xp).

4. Se |f(x1)| < eou |x; —x0| < € faga ¢ = x7 e pare.
5. xg = x1

6. k = k+1 e volte ao passo 3.
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3.2 Interpretacao Grifica

Ilustramos a seguir a convergéncia da sequéncia no método do ponto fixo: a partir da apro-
ximacdo inicial xo obtem-se x; subindo até a funcdo ¢ e depois paralelamente ao eixo OX até
encontrar a bissetriz e descendo até o eixo OX. A partir de x; repete-se o procedimento. Veja

. ) . 1
os graficos para o exemplo x = exp(x — 2) com aproximagdo inicial xp = 2.5 w = X com
Xg = 1.

3 2 /
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Figura 1: Convergéncia no método do ponto fixo

3.3 Meétodo Pratico

500N U ke WN = O

| o) [ o — x|
1.0 [.367879 -
367879 | .195515 | .632121
195515 | .164558 | .172364
164558 | .159543 | .030957
159543 | .158744 | .005015
158744 | .158617 | .000799
158617 | .158598 | .000127
.158598 | .158595 | .000019
158595 | .158594 | .3 x 10~°
158594 | 158594 | .1 x 10~°
158594 | .158594 0

Uma maneira pratica de utilizar o método das
aproximagoes sucessivas é dispor os calculos
em uma tabela como mostrado a seguir na ta-
bela 1.

Nesse exemplo, f(x) =2+1In(x) =0e ¢(x) =
exp(x —2) = x no intervalo [0.1,1.5]. Note que
|¢’(x)] < 1 no intervalo.

Tabela 1: Tabela para ponto fixo
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